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Рассматривается влияние вязкости на форму вязкоупругих небес-
ных тел на примере движения двух однородных тел, планеты и её 
спутника, вокруг притягивающего центра. Анализируется структура 
перемещений точек тела под действием гравитационных сил. Найде-
ны канонические уравнения поверхностей упругих, вязких и вязкоупру-
гих тел и их ориентация в соответствующих системах координат. 
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Введение
Влияние вязкости на форму вязкоупругих небесных тел являет-

ся не до конца изученной проблемой. Во-первых, это представляет 
теоретический интерес, во-вторых, уточняет форму небесных тел 
и, в третьих, знание формы тел важно для вычисления их грави-
тационного потенциала, моментов инерции, моментов сил и всех 
характеристик движения. 

Мы исследуем эту проблему на примере движения планеты и 
ее спутника вокруг притягивающего центра. Масса первого тела 
(планеты) значительно превосходит массу второго тела (спутника), 
сумма их масс во много раз меньше массы притягивающего центра. 
В реальности – это модель системы Земля-Луна-Солнце. Решение 
этой задачи, ввиду соотношения масс тел, основано на асимптоти-
ческом методе теории возмущений с использованием теории малых 
деформаций и модели Кельвина-Фойхта. В невозмущенном случае 
тела – шары, движение барицентра тел вокруг притягивающего цен-
тра и спутника вокруг планеты является круговым, а тела вращаются 
вокруг их центров масс с постоянными угловыми скоростями. Воз-
мущающим фактором является вязкоупругость тел и, как следствие, 
изменение их формы влечет за собой изменение их гравитационного 
потенциала. Тела начинают двигаться по квазикруговым орбитам, 
их угловые скорости меняются со временем. Эволюция в движении 
тел обусловлена именно их вязкостью [3]. 

Ранее [4] нами были получены перемещения точек небесных 
тел, вызванные вязкоупругой деформацией. В силу линейности 
теории они представлены в виде суммы двух слагаемых: первое 
вызвано действием только упругих сил, а второе – диссипативных 
сил. Эти перемещения обратно пропорциональны модулю Юнга и 
третьей степени расстояния до притягивающего тела. Вязкие пере-
мещения по величине в несколько раз меньше упругих перемеще-
ний. Все перемещения даны во вращающейся системе координат, 
жестко связанной с телом. В работе [5] мы исследовали деформи-
рованное состояние этих тел. 

Целью нашей работы является определение формы поверхно-
сти небесного тела, когда оно является упругим, вязким или вяз-
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коупругим под действием гравитационной силы другого тела или 
массивного притягивающего центра.

1. Форма поверхности упругого тела
Мы можем представить перемещения 1iku  (1) вязкоупругого тела 

в таком виде:
 1 12 13ik ik ik= +u u u ,                                       (1)

где 12iku  (2) и 13iku  (13) ‒ упругие и вязкие, соответственно, переме-
щения точек i-го тела, вызванные k-ым телом, рассматриваемым как 
материальная точка [4]. Мы не берём во внимание перемещения, 
обусловленные центробежными силами благодаря вращению тела, 
так как они не влияют на его эволюцию. Нижний индекс i (i = 1,2) 
означает величины, отнесённые к i-ому телу с массой mi. Нижний 
индекс k=1 denotes O ‒ массивную материальную точку с массой 
М, k=2 ‒ другое тело. Перемещения даны в системе координат 
OiXiYiZi, неподвижной во вращающемся теле с центром масс Oi.

( )( )12  , =iik i k tψu r
( )( ) ( )( )1 3 2 2

1  2 3 0  3 ( , ) ( )i i ki k i i i i i i i i iki kiE f R a a at tr ψρ ψ− −  + + ki kiB r r r r B r , (2)
где ρi  ‒ плотность, Ei ‒ модуль Юнга, 1 Gif f M= = , 2 3Gi if m −= , G ‒ 
универсальная гравитационная постоянная, R1 ‒ расстояние между 
центром масс массивного тела O и барицентром C двух тел, R2 ‒ 
расстояние между точками O1 и O2,

 ( ) ( )1 1 5 7i i ia ν ν= + + , ( )2 1 2i i ia a ν= − + , ( )3 1 2 3i i ia a ν= + ,          (3) 

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

3cos2 1 3sin 2 0
1 3sin 2 3cos2 1 0
6

0 0 2

ki ki

ki ki ki

t t
t t t

ψ ψ
ψ ψ ψ

+ 
 − + 
 −

=



kiB ,       (4)

ri = (xi,yi,zi)
T (T ‒ символ транспозиции) ‒ радиус‒вектор точек тела 

(недеформированного шара радиуса ri0) с координатами (xi,yi,zi) в 
системе OiXiYiZi. Плоскость OiXiYi лежит в плоскости движения тел. 
νi ‒ коэффициент Пуассона, ψki(t) ‒ угол между осями OiXi и OiXik, 
измеряемый от оси OiXi, t ‒ время. Ось OiXik направлена к центру 
масс k-го притягивающего тела. Система координат OiXikYikZik об-
разована вращением системы OiXiYiZi вокруг оси OiZi на угол ψki(t). 

Упругие перемещения (2) являются нестационарными. Для 
того, чтобы определить форму i-го упругого тела, вызванного при-
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тяжением k-го тела, перейдём к системе координат OiXikYikZik. Пре-
образование координат rik = (xik,yik,zik)

T от системы OiXikYikZik. к ко-
ординатам ri = (xi,yi,zi)

T в системе OiXiYiZi даётся формулами (5):

, (5)

Преобразование упругих перемещений имеет вид (6):

. (6)

Произвольная точка недеформированного тела, определяемого 
вектором ri, переходит в вектор rike (7) в системе OiXikYikZik в силу 
упругих деформаций:

( )12  

ik e ik ik e

ik e ik e ik ik ik ik ik e

ik ik eik e

x x u
y y

yz

    
    = = + = + =    

        

r r u r v
w

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( )

2 2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2 2
1 2 3 0

1 2 2

1 2 , , .

1 2

ik ik i ik ik ik i ik i i

ik ik i ik ik ik i ik i i ik ik ik ik

ik ik i ik ik ik i ik i i

x a x y z a a r

y a x y z a a r x y z

z a x y z a a r

  + − − + +  
  + − − − + =  
 

  + − − − +  

r

r r

r

â

â

â

  (7)

Точки пересечения деформированной поверхности с осями 
OiXik,OiYik,OiZik даются формулами (8) соответственно:

( ) ( )( )2
0 0 0 2,0,0 1 2 ,0,0

T

ik e i i ik i ir r r aβ± = ± −r , ( ) ( )( )2
0 0 0 20, ,0 0, 1 ,0

T

ik e i i ik i ir r r aβ± = ± +r ,

 ( ) ( )( )2
0 0 0 20,0, 0,0, 1

T

ik e i i ik i ir r r aβ± = ± +r .                       (8)
Мы обозначим (9):

 ( )2
0 0 21 2ik i ik i ia r r aβ= − , ( )2

0 0 21ik ik i ik i ib c r r aβ= = + .             (9) 
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Точка Pike с координатами xike,yike,zike (11) принадлежит деформиро-
ванной поверхности, если прообраз Pik = (xik,yik,zik) (10) принадлежит 
недеформированной поверхности и удовлетворяет соотношению 

 2 2 2 2 2
0ik ik ik ik ix y z r r+ + = = .                                (10)

( ){ }
( )
( )

2 2
1 0 1

2 2
1 0 2

2 2
1 0 2

1 3 1 2

1 3

1 3

ik ik i ik i i i
ik e

ik e ik ik i ik i i

ik e
ik ik i ik i i

x a x r ax

y y a x r a

z z a x r a

β ν

β

β

  + + +        == + +           + +  

.            (11)

Пусть соотношения (10)-(11) выполнены. Мы можем доказать, 
что поверхность деформированного тела является эллипсоидом 
вращения вокруг оси OiXik с полуосями aik и bik = cik (12):

 
2 2 2

2 2 1ik e ik e ik e

ik ik

x y z
a b

+
+ = .                                  (12)

Здесь aik ‒ большая полуось. Следует заметить, что безразмерный 
член 2 8

0 10ik irβ −� , если i-е тело Земля, а k-е тело Луна. В доказатель-
стве равенства (12) мы пренебрегаем членами более высокого по-
рядка малости чем 2

0ik irβ  и удерживаем члены только первого поряд-
ка малости. Мы подставляем соотношение (11) в (12) и упрощаем 
левую часть уравнения (12). Качественная картина упругих дефор-
маций поверхности тела (эллипсоид (12)) с перемещениями, про-
порциональными реальным размерам, представлена на рисунке 1.

Рис. 1. Качественная картина деформаций упругого тела в сечении OiXikYik  
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Голубые стрелки показывают перемещения точек (они увеличе-
ны во много раз) от поверхности недеформированного тела (черная 
окружность) к поверхности деформированного тела (красный эллипс). 
Ось OiXik и сила гравитации Fgrav. направлены от i-го тела к k-ому телу. 

2. Форма поверхности вязкого тела
В формуле (1) вязкоупругие перемещения представлены, в пер-

вом приближении, в виде суммы упругих uik12 и вязких uik13 переме-
щений. Фактически, вязкие перемещения не могут существовать 
отдельно от упругих перемещений. Но, так как они даны отдельно 
в выражении (1), то интересно посмотреть, какую форму примет 
тело под действием вязких перемещений и как они повлияют на 
упругие перемещения. Вязкие перемещения uik13 (13) в системе 
координат OiXiYiZi имеют вид: 

( )( ) 2 2
13  1  2 3 0  

d d, = , ( )
d dik i ik i i i i i i i i i

k
ki

i

c a a a rt
κιψ ψ

ψ
  

+ +  
  

ki kiB Bu r r r r r r ,

( )1 3
23ik i i ki k i k ic E f Rρ χ ω ω− −
+= − − .                        (13) 

Здесь χi ‒ временная задержка деформации, ω1 ‒ орбитальная 
угловая скорость движения центра масс двух тел C по отноше-
нию к точке O массивному притягивающему центру, ω2 ‒ орби-
тальная угловая скорость движения тел относительно их центра 
масс C, ω2+i‒ угловая скорость вращения i-го тела относительно 
оси OiZi. Мы можем доказать, что в системе координат OiXikYikZik 
поверхность тела, деформированная вязкими перемещениями, 
имеет каноническое уравнение трёхосного эллипсоида. Система 
OiXikYikZik образована вращением системы OiXiYiZi относительно 
оси OiZi на угол ( ) ( )( )/ 4ki kit tψ ψ π= + . Преобразование координат 

( ), ,
T

ik ik ik ikx y z=r  в системе OiXikYikZik к координатам ri = (xi,yi,zi)
T в 

системе OiXiYiZi даётся формулами (14):

, Гik( )
( ) ( )
( ) ( )

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

ik ik

ik ik ik

ψ ψ
ψ ψ ψ

 −
 =  
 
 

ikÃ . (14) 

Преобразование вязких перемещений имеет вид (15):
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( ) ( )2 2 2 2
1 2 3 0

1 0 0
0 1 0
0 0 0

ik i ikv ikv i ikv i i ikc a x y a a r
  
  − + + −  

    

r r .           (15)

Произвольная точка недеформированного тела, позиционируе-
мая вектором ri, переходит в точку с радиусом-вектором rikv (16) в 
системе i ik ik ikO X Y Z  вследствие вязких деформаций: 

( )13  

ik v ik ik v

ik v ik v ik ik ik ik ik v

ik ik vik v

x x u
y y

yz

    
    = = + = + =    

        

r r u r v
w

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ){ }

( )

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2 2 2
1 2 3 0

2 2
1

1

1 , ,

1

ik ik i ik ik i ik i i

ik ik i ik ik i ik i i ik v ik ik ik

ik ik i ik ik

x c a x y a a r

y c a x y a a r x y z

z c a x y

  + − + +  
  + − − + =  
 

  + −  

r

r r (16)

Укажем точки пересечения деформированной поверхности с 
осями , ,i ik i ik i ikO X OY O Z  соответственно (17):

,

 ( ) ( )0 00,0, 0,0, T
ikv i ir r± = ±r .                             (17)

Обозначим (18):
 ( )2

0 0 21ik i ik i ia r c r a= − , ( )2
0 0 2 01 ,ik i ik i i ik ib r c r a c r= + =          . (18)

Точки с координатами , ,ik v ik v ik vx y z  принадлежат деформирован-
ной поверхности, если точки в (16) с координатами , ,ik ik ikx y z  при-
надлежат недеформированной поверхности и удовлетворяют со-
отношению (19):

 2 2 2 2
0ik ik ik ix y z r+ + = .                                    (19)

Каноническое уравнение деформированной поверхности опи-
сывает трёхосный эллипсоид (20) с большой полуосью ika  и полу-
осями bik, cik:
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2 2 2

2 2 2 1.ik v ik v ik v

ik ik ik

x y z
a b c

+ + =                                   (20)

Эта формула может быть доказана с точностью до членов пер-
вого порядка малости относительно безразмерной величины 2

0ik ic r . 
Следует заметить, что вязкие перемещения в несколько раз меньше 
упругих перемещений. Качественная картина вязких деформаций 
тела с перемещениями, пропорциональными реальным размерам, 
представлена на рисунке 2.

Рис. 2. Качественная картина деформаций вязкого тела в сечении OiXikYik

Голубые стрелки показывают перемещения (они увеличены 
во много раз) от поверхности недеформированного тела (черная 
окружность) к поверхности деформированного тела (зелёный эл-
липс). Большая полуось зелёного эллипса совпадает с осью i ikO X  
и образует угол в 45 градусов с осью OiXik. 

3. Форма поверхности вязкоупругого тела
Преобразуем вязкоупругие перемещения (1) в системе коорди-

нат OiXiYiZi (21)-(23): 

 1 3 2 2
1  2 3 0  1=3 ( , ) ( )i i ki k i i i i i i i i ik E f R a a a rρ − −  + + 
 

ii ki ku B r r r r B r ,      (21)
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3cos 2 cos 3sin 22
1 ta

0
1 3sin 2 3cos 2 cos 0

6cos
0 0 2c

n 2 2
2 2

2os

ki ki

ki k

ki

ki ki
ki

ki

i
d
d

+ 
 − + 
 −

=



= − ki
ki ki

BB B

 

 
κι

α
α αψ

ψ ψ

α
ψ

ψ
α

, (22)

 ( ) ( ) ( )ki ki kit t tψ ψ α= − , ( ) ( ) ( )( )2tan 2 2ki i k it t tα χ ω ω += − .       (23)
Выражение (21) совпадает по форме с выражением (2), отлича-

ясь только матрицами kiB  and Bki. Поэтому мы совершим последо-
вательно те же самые шаги: 

1. преобразование координат ( ), ,
T

ik ik ik ikx y z=   r  к координатам 
( ), ,

T

i i i ix y z=r  (24) и перемещений uik1 (25), (26) от системы коор-
динат i ik ik ikO X Y Z    к системе OiXiYiZi (система i ik ik ikO X Y Z    образована 
вращением OiXiYiZi вокруг оси OiZi на угол ( )ki tψ ); 

2. преобразование произвольной точки недеформированно-
го тела, определяемого вектором ri к вектору rik ev (27) в системе 

i ik ik ikO X Y Z    в силу вязкоупругих деформаций; 
3. определение точек пересечения деформированной поверх-

ности с осями , ,i ik i ik i ikO X OY O Z    (28), большой полуоси ika  и полу-
осей ikb , ikc  (29). 

. (24) 

, 

 

( )
( )

( )

1

1

1

3 cos2

3 cos2

2 cos2

ik ik i ki i ki

ik ik i ki i ki

ik ik i ki i ki

x a M A

y a M A

z a M A

γ α

γ α

γ α

  + +  
  − −  
 − 







                       (25)

( ) ( )2 2 23 cos2 3 cos2 2cos2ki ki ik ki ik ki ikM x y zα α α= + − − −   , 
 2 2

2 3 0i i i i iA a a r= +r , ( )2cos2ik ik kiγ β α=                     (26) 

( )1  

ik v e ik ik v e

ik v e ik v e ik ik ik ik ik v e

ik ik v eik v e

x x u
y y

zz

    
    = = + = + =    

        



  



r r u r v
w
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.    (27)

( ) ( )( )( )2
0 0 0 2,0,0 1 3 cos2 ,0,0

T

ik v e i i ik i i kir r r aγ α± = ± − +r .

( ) ( )( )( )2
0 0 0 20, ,0 0, 1 3 cos2 ,0

T

ik v e i i ik i i kir r r aγ α± = ± + −r .         (28)

( ) ( )( )2
0 0 0 20,0, 0,0, 1 2 cos2

T

ik v e i i ik i i kir r r aγ α± = ± +r .

( )( )2
0 0 21 3 cos2ik i ik i i kia r r aγ α= − + , ( )( )2

0 0 21 3 cos2 ,ik i ik i i kib r r aγ α= + − ,
 ( )2

0 0 21 2 cos2ik i ik i i kic r r aγ α= + ,                          (29)

Рис. 3. Качественная картина деформаций вязкоупругого тела                                              
в сечении OiXikYik

Точки с координатами , ,ik ve ik ve ik vex y z    принадлежат деформиро-
ванной поверхности и удовлетворяют каноническому уравнению 
трёхосного эллипсоида (30), если точки в (27) с координатами 

, ,ik ik ikx y z    принадлежат недеформированной поверхности и удов-
летворяют уравнению (31).

 
2 2 2

2 22 1.ik v e ik v e ik v e

ik ikik

x y z
a cb

+ + =
  

 
                                 (30) 
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 2 2 2 2
0ik ik ik ix y z r+ + =   .                                    (31) 

Уравнение (30) может быть доказано с точностью до членов 
первого порядка малости относительно безразмерной величины 
γikr

2
i0. Качественная картина вязкоупругих деформаций с переме-

щениями, пропорциональными реальным размерам, представлена 
на рисунке 3.

Голубые стрелки показывают перемещения (они увеличены 
во много раз) от поверхности недеформированного тела (черная 
окружность) к деформируемому телу (голубой эллипс). Большая 
полуось ika  голубого эллипса совпадает с осью i ikO X  и образует угол 
(–αki) с осью OiXik. 

Заключение
Мы нашли такие системы координат, в которых уравнения по-

верхностей тел имеют каноническую форму. При упругих дефор-
мациях поверхность тела представляет собой эллипсоид вращения, 
вытянутый вдоль оси симметрии и направленной к центру притя-
гивающего тела. При вязких деформациях поверхность тела пред-
ставляет собой трёхосный эллипсоид, большая полуось которого 
образует угол в 45 градусов с направлением на центр притягиваю-
щего тела. При совместном действии этих деформаций (вязкоупру-
гих) поверхность тела представляет собой трёхосный эллипсоид. 
Его большая полуось образует угол (–αki) (23) с направлением на 
центр притягивающего тела. Величина этого угла зависит от ко-
эффициента временной задержки деформации, угловой скорости 
вращения тела, орбитальной угловой скорости притягивающего 
тела. В терминологии приливов угол (–αki) означает угол запазды-
вания. Для Земли, когда притягивающим телом является Луна, угол 
запаздывания равен 2.52○. Но влияние этого угла на эволюцию не-
бесного тела является существенным.

Ляв [1] рассматривал несжимаемое тело с единственным па-
раметром – модулем сдвига, поверхность которого аппроксими-
руется второй зональной гармоникой. Эта модель небесного тела, 
деформируемого приливами, до сих пор используется в классиче-
ской учебной литературе [2]. Угол запаздывания находится из на-
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блюдений. В нашей работе используется более совершенная мо-
дель для описания деформированного состояния небесных тел и 
найдена форма этих тел с учетом их вязкоупругости, а также угол 
запаздывания.
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